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Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèß òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà ëîêàëüíîé òðàí-
çèòèâíîñòè äëß óïðàâëßåìûõ ñèñòåì íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèßõ ñ íåâûïóê-
ëûìè èíäèêàòðèñàìè, ßâëßþùèìèñß çàìêíóòûìè ãëàäêèìè ïðîñòðàíñòâåííû-
ìè êðèâûìè.
1 Ââåäåíèå
Ðàññìàòðèâàåòñß óïðàâëßåìàß ñèñòåìà íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M , êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TmM â êàæäîé òî÷êå m êîòîðîãî ñíàáæåíî ìíîæåñòâîì
Im äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé (èíäèêàòðèñîé), ãëàäêî çàâèñßùèì îò m. Ïðåäïîëà-
ãàåòñß, ÷òî Im ßâëßåòñß ãëàäêîé çàìêíóòîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé. Ñëó÷àé,
êîãäà Im ßâëßåòñß ãëàäêîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå
[6].
Â òåîðèè óïðàâëåíèß ïðåäñòàâëßåò èíòåðåñ ìíîæåñòâî ëîêàëüíîé òðàíçè-
òèâíîñòè, êîòîðîå ñîñòîèò èç òî÷åê m òàêèõ, ÷òî íóëåâàß ñêîðîñòü O ∈ TmM
ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè âûïóêëîé îáîëî÷êè Im. Â ÷àñòíîñòè, äëß âñßêîé ïà-
ðû áëèçêèõ òî÷åê èç ìíîæåñòâà ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè íàéäåòñß äîñòàòî÷íî
êîðîòêàß äîïóñòèìàß êðèâàß, ñîåäèíßþùàß ýòè òî÷êè. Íàïîìíèì, ÷òî àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíàß ïàðàìåòðèçîâàííàß êðèâàß γ(t) íàçûâàåòñß äîïóñòèìîé, åñëè
ïî÷òè â êàæäîé åå òî÷êå, ïðîèçâîäíàß γ˙(t) ïðèíàäëåæèò èíäèêàòðèñå â ýòîé
òî÷êå. Ãðàíèöà Σ ìíîæåñòâà ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè ñîñòîèò èç òî÷åê m â
êîòîðûõ O ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå H(Im) âûïóêëîé îáîëî÷êè èíäèêàòðèñû [8].
Â äàííîé ðàáîòå êëàññèôèöèðîâàíû (òåîðåìà 2) âñå òèïè÷íûå ëîêàëüíûå
îñîáåííîñòè Σ ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà. Âñå ïåðå÷èñëåííûå îñîáåííî-
ñòè ßâëßþòñß ðîñòêàìè ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé êëàññà C1.
Çàäà÷ó î êëàññèôèêàöèè îñîáåííîñòåé ãðàíèöû Σ ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíî-
ñòè ïîñòàâèë À. À. Äàâûäîâ. Àâòîð áëàãîäàðåí åìó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèß.
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2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Ðàññìàòðèâàß òî÷êó m ìíîãîîáðàçèß Mn â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà è çàôèêñèðî-
âàâ íåêîòîðóþ òðèâèàëèçàöèþ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèß ê M , èñõîäíóþ çàäà÷ó
ñâåäåì ê èññëåäîâàíèþ ñåìåéñòâà êðèâûõ rm(t), t ∈ S1, âëîæåííûõ â Rn è
çàâèñßùèõ îò ïàðàìåòðà m, è ê êëàññèôèêàöèè îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà Σ ïà-
ðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ 0 ∈ Rn ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå H(rm) âûïóêëîé îáîëî÷êè
ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé.
Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî ñëó÷àß óïðàâëßåìîé ñèñòåìû
x˙ = f(x, u), x ∈M2, u ∈ S1
íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M, â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè êàæäîé òî÷êè êî-
òîðîãî çàäàíî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé Im, ßâëßþùååñß ãëàäêîé çà-
ìêíóòîé êðèâîé.
Êàê áóäåò âèäíî íèæå, ñïèñîê òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé Σ âêëþ÷àåò â ñåáß
ñïèñîê òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé âûïóêëûõ îáîëî÷åê èíäèâèäóàëüíûõ ãëàäêèõ
êðèâûõ.
Ýòîò ñïèñîê äëß êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèß íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèé:
 ðîñòîê ëèáî âûïóêëîé êðèâîé, ëèáî ïðßìîé;
 ðîñòîê êðèâîé, êîòîðûé äèôôåîìîðôèçìîì ïëîñêîñòè ìîæíî ïåðåâåñòè â
ðîñòîê â íóëå ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x), ãäå f(x) =
{
0 ïðè x 6 0;
x2 ïðè x > 0.
Äëß òèïè÷íîãî ñåìåéñòâà êðèâûõ, çàâèñßùèõ îò äâóõ ïàðàìåòðîâ, ãðàíèöà
Σ ìíîæåñòâà ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè ìîæåò èìåòü åùå òîëüêî îäíó íîâóþ
îñîáåííîñòü.
Òåîðåìà 1. Äëß ñåìåéñòâà îáùåãî ïîëîæåíèß êðèâûõ Im â R2, çàâèñßùèõ
îò ïàðàìåòðà m = (x, y) ∈ R2, ëîêàëüíûå îñîáåííîñòè ãðàíèöû Σ ìíîæåñòâà
ëîêàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè, ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà ïðîñòðàíñòâà
ïàðàìåòðîâ  ýòî ëèáî òèïè÷íûå îñîáåííîñòè âûïóêëûõ îáîëî÷åê ïåðå÷èñëåí-
íûå âûøå; ëèáî ðîñòîê â íóëå ãðàôèêà ôóíêöèè y = −|x|.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå (ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà îñ-
íîâíîé òåîðåìû 2).
Ïåðåéäåì ê îñíîâíîìó ñëó÷àþ òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèßM. Âûïóêëàß îáî-
ëî÷êà òèïè÷íîé ãëàäêîé (êëàññà C∞) ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé íå ßâëßåòñß
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ãëàäêîé. Ñïèñîê òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé âûïóêëîé îáîëî÷êè êðèâîé â R3 áûë
ïîëó÷åí â ðàáîòàõ [5] è [7]. Îí ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ íîðìàëüíûõ ôîðì:
1. ðîñòîê ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàß ëèáî ßâëßåòñß ðàçâåðòûâàþùåéñß
(ðèñ. 1), ëèáî ïëîñêîé (ðèñ. 3, òî÷êà C);
2. ðîñòîê â íóëå ãðàôèêà ëèïøèöåâîé ôóíêöèè z = f(x, y), ãäå
f(x, y) = −|x|.




ðèñ. 1 ðèñ. 2
3. ðîñòîê êëàññà C1 â íóëå ôóíêöèè z = f(x, y), ãäå
f(x, y) =
{
0 ïðè x 6 0
x2 ïðè x > 0
(îí ïîßâëßåòñß â òî÷êàõ ñîïðßæåíèß ðàçâåðòûâàþùåéñß ïîâåðõíîñòè è ÷àñòè
ïëîñêîñòè, òî÷êà D ðèñ. 3);
4. ðîñòîê â íóëå ãðàôèêà ôóíêöèè z = f(x, y), ãäå
f(x, y) =

x2 ïðè y 6 x, x ≥ 0
y2 ïðè y > 0, y > x
0 ïðè y 6 0, x 6 0;
5. ðîñòîê â íóëå ãðàôèêà ôóíêöèè z = f(x, y), ãäå
f(x, y) =

0 ïðè y 6 0, x 6 0
x2 ïðè y 6 −x, x ≥ 0
y2 ïðè y > 0, y 6 −x
1
2
(x2 + y2)− y − x ïðè x+ y ≥ 0.
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Ðîñòêè 4, 5 îòâå÷àþò âåðøèíàì B è A ïëîñêèõ òðåóãîëüíèêîâ, âîçíèêàþùèõ
íåóñòðàíèìûì îáðàçîì íà ãðàíèöå âûïóêëîé îáîëî÷êè;













ðèñ. 3 ðèñ. 4
6. ðîñòîê â íóëå óñå÷åííîãî ëàñòî÷êèíîãî õâîñòà (ðèñ. 4).
f(x, y) = min
z∈R
{z4 + xz2 + yz}.
Â ñåìåéñòâàõ ïîâåðõíîñòåé îáùåãî ïîëîæåíèß, çàâèñßùèõ îò òðåõ ïàðàìåò-
ðîâ, íåóñòðàíèìûì îáðàçîì âñòðå÷àåòñß ãîðàçäî áîëüøåå êîëè÷åñòâî îñîáåííî-
ñòåé, íî òîëüêî íåêîòîðûå èç íèõ ñîîòâåòñòâóþò ãðàíèöå Σ çîíû òðàíçèòèâíî-
ñòè.
Òåîðåìà 2. Äëß ñåìåéñòâà îáùåãî ïîëîæåíèß êðèâûõ rm : S1 → R3 çàâè-
ñßùåãî îò òðåõìåðíîãî ïàðàìåòðà m = (x, y, z) ∈ R3, ëîêàëüíûå îñîáåííîñòè
ãðàíèöû Σ ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè, ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà
R3, ñëåäóþùèå:
1. ðîñòêè ïîâåðõíîñòåé (êëàññà C1 èëè C∞) âûïóêëûõ îáîëî÷åê òèïè÷íûõ
ïîâåðõíîñòåé â R3, ïåðå÷èñëåííûå âûøå; 2. ðîñòîê ïîâåðõíîñòè äâóãðàííîãî
óãëà â òî÷êå ðåáðà; ðîñòîê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè n-óãîëüíîé ïèðàìèäû â åå âåð-
øèíå ïðè n = 3, 4, 5. (Ïðè n = 5 îäíó ãðàíü âûïðßìèòü íå óäàåòñß) (ðèñ.5-8);
                                                    ðèñ. 5 ðèñ. 6
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ðèñ. 7 ðèñ. 8
3. ðîñòîê â íóëå îáúåäèíåíèß òðåõ ïîâåðõíîñòåé (ñ êðàåì) (ðèñ.9), çàäàííûõ
óñëîâèßìè:
1. z = 0, y ≤ 0,
2. y = x2, z ≤ −4x2,
3. z = −a2, y = 1
4
z + ax, a ∈ R.
Ïåðâûå äâå ïîâåðõíîñòè ãëàäêèå è òðàíñâåðñàëüíûå äðóã äðóãó. Èõ êðàß ßâëß-
þòñß ãëàäêèìè êðèâûìè, êàñàþùèìèñß äðóã äðóãà â åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êå
- íà÷àëå êîîðäèíàò. Òðåòüß ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ÷àñòü çîíòèêà Óèò-
íè, îãðàíè÷åííîãî ýòèìè æå êðàßìè è êàñàþùåãîñß ïåðâûõ äâóõ ïîâåðõíîñòåé











3 Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2.
Â ýòîì ðàçäåëå èñïîëüçóþòñß êîíñòðóêöèè, àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì â äîêà-
çàòåëüñòâå êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû äëß ïîâåðõíîñòåé èç ðàáîòû [6]. Äëß
ñëó÷àß ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ îíè âûãëßäßò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü {(q1, q2, q3)} êîîðäèíàòû â R3 è ïóñòü R̂3 = {(n1, n2, w)}  àôôèííàß
êàðòà äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîßùàß èç êîîðèåíòèðîâàííûõ ïëîñêî-
ñòåé â R3, êîòîðûå íå ïàðàëëåëüíû îñè q3, îðèåíòèðîâàííàß íîðìàëü ê êîòîðûì
èìååò êîìïîíåíòû (n1, n2, 1), à w  êîîðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèß ïëîñêîñòè ñ
êîîðäèíàòíîé îñüþ q3.
Êîîðèåíòèðîâàííàß ïëîñêîñòü íàçûâàåòñß îïîðíîé ê êðèâîé I = {r(t)}, åñ-
ëè îòêðûòîå ïîëîæèòåëüíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, çàäàííîå ýòîé ïëîñêîñòüþ íå
ñîäåðæèò òî÷åê êðèâîé I, à ñàìà ïëîñêîñòü ñîäåðæèò åå òî÷êè. Èíà÷å ãîâî-
ðß, èç âñåõ ïëîñêîñòåé ñ íîðìàëüþ (n1, n2, 1), ïåðåñåêàþùèõ êðèâóþ I îïîðíîé
ßâëßåòñß ïëîñêîñòü P ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì w.
Äëß âñßêîé îïîðíîé ïëîñêîñòè P îáîçíà÷èì ÷åðåç SP ìíîæåñòâî åå îáùèõ
òî÷åê ñ I è íàçîâåì åãî íîñèòåëåì ïëîñêîñòè P . Îòìåòèì, ÷òî âñå òî÷êè íîñè-
òåëß îïîðíîé ïëîñêîñòè ßâëßþòñß òî÷êàìè åå êàñàíèß ñ êðèâîé.
Õîðîøî èçâåñòíî (ñì.,íàïðèìåð, [5]) ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 3. Âûïóêëàß îáîëî÷êà ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ßâ-
ëßåòñß îáúåäèíåíèåì âûïóêëûõ îáîëî÷åê íîñèòåëåé SP ïî âñåì îïîðíûì ïëîñ-
êîñòßì P .
Óòâåðæäåíèå 4. Äëß ñåìåéñòâà êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèß, çàâèñßùåãî
îò s ïàðàìåòðîâ êàæäûé íîñèòåëü SP ñîñòîèò íå áîëåå, ÷åì èç 3 + s òî÷åê.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèß 4. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèñòðóé
â n òî÷êàõ r1(t), . . . , rn(t) ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé êðèâîé r(t), òî åñòü ïðßìîå
ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëßðîâ ïðîñòðàíñòâà ñòðóé Jk(R,R3)× . . .×Jk(R,R3) (äî-
ñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðßäêà k) îòîáðàæåíèé ïðßìîé â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Äëß òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïëîñêîñòü, êàñàþùàßñß êðèâîé â n òî÷êàõ, îò-
âå÷àþùèõ çíà÷åíèßì t1, . . . , tn ïàðàìåòðà t, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåêòîðû r˙(t1), . . . r˙(tn), r1−
rn, . . . , rn−1− rn áûëè êîìïëàíàðíû, òî åñòü ðàíã ìàòðèöû ðàçìåðà 3× (2n− 1),
ñîñòàâëåííîé èç ýòèõ âåêòîðîâ, áûë íå áîëåå äâóõ. Èç òåîðåìû î ïðîèçâåäåíèè
êîðàíãîâ ñëåäóåò, ÷òî êîðàçìåðíîñòü ïîäìíîæåñòâà F , çàäàííîãî ýòèìè óñëî-
âèßìè, â ïðîñòðàíñòâå ìóëüòèñòðóé ðàâíà 2n− 3.
Ñåìåéñòâî êðèâûõ, çàâèñßùåå îò s äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, çàäàåò îòîá-
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ðàæåíèå íàáîðîâ, ñîñòîßùèõ èç çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ è n çíà÷åíèé t1, . . . , tn,
â ïðîñòðàíñòâî n-ìóëüòèñòðóé. Èç òåîðåìû òðàíñâåðñàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëß
êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèß ýòî îòîáðàæåíèå òðàíñâåðñàëüíî óêàçàííîìó ïîäìíî-
æåñòâó F ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèñòðóé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè 2n − 3 ≤ n + s âñßêàß
ìóëüòèñòðóß òèïè÷íîé êðèâîé íå ïåðåñåêàåò ýòîãî ïîäìíîæåñòâà. Òàêèì îáðà-
çîì, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì êàñàíèß ïëîñêîñòè è ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé â n
òî÷êàõ ßâëßåòñß íåðàâåíñòâî n ≤ 3 + s.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìóëüòèðîñòêè êðèâîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íîñèòå-
ëß S0 áàçîâîé îïîðíîé ïëîñêîñòè, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííîé óðàâíåíèåì
w = 0. Â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé âûïóêëóþ îáîëî÷êó íîñèòåëß áàçîâîé
ïëîñêîñòè, âñå äðóãèå îïîðíûå ïëîñêîñòè áóäóò ïðèíàäëåæàòü óêàçàííîé êàðòå
íå âåðòèêàëüíûõ ïëîñêîñòåé, à èõ íîñèòåëè  áóäóò ïðèíàäëåæàòü îêðåñòíîñòè
íîñèòåëß S0.
Îñíîâíóþ ðîëü â êëàññèôèêàöèè îñîáåííîñòåé âûïóêëûõ îáîëî÷åê ïîäìíî-
ãîîáðàçèé àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. [5]) èãðàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà
γ, êîòîðîå äëß ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé îïðåäåëßåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òî÷êå Q êðèâîé r(t) ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî ðîñòêîâ â ýòîé òî÷êå, äèôôåî-
ìîðôíîå îêðóæíîñòè S1, âñåõ êîîðèåíòèðîâàííûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ê
êðèâîé. Âñå òàêèå ðîñòêè îáðàçóþò ëåæàíäðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå Lr ≈ S1 × S1
â ïðîñòðàíñòâå êîîðèåíòèðîâàííûõ êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ ST ∗R3. Ïðîåêöèß γr
ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèß, ñîñòîßùåå â çàáûâàíèè áàçîâîé òî÷êè ðîñòêà ßâëßåòñß
ëåæàíäðîâûì îòîáðàæåíèåì ïîäìíîãîîáðàçèß Lr â äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî
R̂3.
Îòìåòèì, ÷òî ïëîñêîñòü, ïðèíàäëåæàùàß R̂3 ßâëßåòñß îïîðíîé òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà ßâëßåòñß êàñàòåëüíîé ê r â îäíîé èëè íåñêîëüêèõ òî÷êàõ,
òî åñòü ïðèíàäëåæèò îáðàçó γr è çíà÷åíèå êîîðäèíàòû w (òî åñòü êîîðäèíàòà
òî÷êè ïåðåñå÷åíèß ýòîé ïëîñêîñòè ñ îñüþ q3) íàèáîëüøåå ñðåäè âñåõ ïàðàë-
ëåëüíûõ åé êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé èç îáðàçà γr. Ýòîò îáðàç (âîëíîâîé ôðîíò)
r̂ = γr(Lr) áóäåì íàçûâàòü ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà èñõîäíîé êðèâîé r. Ïîä-
ìíîæåñòâî r̂, ñîñòîßùåå èç îïîðíûõ ïëîñêîñòåé áóäåì îáîçíà÷àòü Su(r).
Òî÷êåQ ∈ R3 îòâå÷àåò ïëîñêîñòü Q̂ â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå, ñîñòîßùàß
èç âñåõ ïëîñêîñòåé â R3, ïðîõîäßùèõ ÷åðåç Q.
Òî÷êà Q ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå âûïóêëîé îáîëî÷êè H(r) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà Q̂ ßâëßåòñß îïîðíîé äëß Su(r) : îòêðûòîå îòðèöàòåëüíîå ïîëóïðî-
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ñòðàíñòâî Q̂ íå ñîäåðæèò òî÷åê Su(r), à ñàìà ïëîñêîñòü ñîäåðæèò òàêèå òî÷êè.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè O ãðàíèöå âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà R̂3 =
{(n1, n2, w)}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ô ïëîñêîñòü â R̂3, çàäàííóþ óðàâíåíèåì w = 0 è
ñîñòîßùóþ èç âñåõ ïëîñêîñòåé R3, êîòîðûå ïðîõîäßò ÷åðåç òî÷êó O.
Óòâåðæäåíèå 5. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè X ⊂ R3 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äâîéñòâåííàß ïîâåðõíîñòü X̂ = γ(LX) êàñàåòñß Ô.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîâåðõíîñòü X ëèíåé÷àòàß, òî X̂  ýòî êðèâàß, êîòîðàß
äîëæíà êàñàåòñß ïîâåðõíîñòè Ô, åñëè O ∈ X. Åñëè æå X  ýòî ïëîñêîñòü, òî
óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî Ô ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó X̂.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèß âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî êâàäðàò ïðåîá-
ðàçîâàíèß Ëåæàíäðà ãèïåðïîâåðõíîñòè îáùåãî ïîëîæåíèß  ýòî òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå.
Âûðîæäåíèß êðèâûõ, çàâèñßùèõ îò ïàðàìåòðîâ, èçó÷àëèñü, íàïðèìåð, â ðà-
áîòàõ [9],[10]. Â ÷àñòíîñòè, â íèõ ñîäåðæèòñß ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå,
âïðî÷åì, ëåãêî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî.
Óòâåðæäåíèå 6. Â ñåìåéñòâàõ îáùåãî ïîëîæåíèß ïðîñòðàíñòâåííûõ êðè-
âûõ rm, çàâèñßùèõ îò òðåõ ïàðàìåòðîâ m = (x, y, z) ðîñòîê â ïðîèçâîëüíîé
òî÷êå êðèâîé â íåêîòîðîé ïîäõîäßùåé àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (q1, q2, q3)
ñ íà÷àëîì â ýòîé òî÷êå èìååò îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:
1) q1 = t, q2 = t2 + . . . , q3 = t3 + . . .  íåâûðîæäåííàß òî÷êà êîðàçìåð-
íîñòè 0 (òèï A2);
2) q1 = t, q2 = t2 + . . . , q3 = t4 + . . .  òî÷êà ïðîñòîãî óïëîùåíèß
êîðàçìåðíîñòè 1 (òèï A3);
3) q1 = t, q2 = t2+ . . . , q2 = tk+ . . ., ãäå k = 5, . . .  òî÷êà êðàòíîãî óïëî-
ùåíèß êîðàçìåðíîñòè k−3 (òèïà Ak−1), êîòîðàß âñòðå÷àåòñß íåóñòðàíèìûì
îáðàçîì â òî÷êàõ êðèâîé rm, çàâèñßùåé îò ≥ k − 4 ïàðàìåòðîâ;
4) q1 = t, q2 = t3 + . . . , q3 = tk + . . ., ãäå k = 4, . . . òî÷êà êîðàçìåðíîñòè
k − 2, òî åñòü âïåðâûå ïîßâëßþùàßñß â èçîëèðîâàííûõ òî÷êàõ êðèâîé ïðè íå
ìåíåå, ÷åì k − 3 ïàðàìåòðàõ;
5) q1 = t, q2 = t4 + . . . , q3 = t5 + . . .  òî÷êà êîðàçìåðíîñòè 4, òî åñòü
âñòðå÷àþùàßñß íåóñòðàíèìûì îáðàçîì â èçîëèðîâàííûõ òî÷êàõ êðèâîé äëß
èçîëèðîâàííûõ çíà÷åíèé òðåõ ïàðàìåòðîâ.
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Çäåñü ïîä êîðàçìåðíîñòüþ ìû ïîíèìàåì êîðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî
êëàññà â ïðîñòðàíñòâå ðîñòêîâ (ñòðóé) â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå jN(1, 3). Ìíîãî-
òî÷èåì îáîçíà÷åíû ÷ëåíû âûñøèõ ïîðßäêîâ ìàëîñòè ïî t.
Ðîñòîê â òî÷êå Q êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê êðèâîé íàçîâåì ðåãóëßðíûì, åñëè
â ýòîé òî÷êå êðèâàß èìååò îñîáåííîñòü òèïà A2 èëè A3, è ïëîñêîñòü íå ßâëßåòñß
ñîïðèêàñàþùåéñß, òî åñòü êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ (q1, q2) â óêàçàííûõ âûøå
êîîðäèíàòàõ.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â òèïè÷íîì ñëó÷àå â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü ïîäìíîæåñòâî êîðàçìåðíîñòè 1, îòâå÷àþùåå êðèâûì rm, èìåþ-
ùèì òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèß.
Óòâåðæäåíèå 7. Äëß ñåìåéñòâà êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèß, åñëè O ïðè-
íàäëåæèò íåêîòîðîé îïîðíîé ïëîñêîñòè P , òî ýòà ïëîñêîñòü:
1. âî âñåõ òî÷êàõ íîñèòåëß SP ëèáî ðåãóëßðíà, ëèáî ßâëßåòñß ñîïðèêàñàþ-
ùåéñß â ïðîñòîé òî÷êå óïëîùåíèß A3;
2. íå ñîäåðæèò òî÷åê ñàìîïðåñå÷åíèß êðèâîé.
Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ òðåõ ôàêòîâ.
1. Ñîïðèêàñàþùàßñß ïëîñêîñòü â ðåãóëßðíîé òî÷êå íå ìîæåò áûòü îïîðíîé:
êðèâàß ëåæèò ïî ðàçíûå ñòîðîíû ýòîé ïëîñêîñòè.
2. Ïóñòü O ïðèíàäëåæèò ñîïðèêàñàþùåéñß ïëîñêîñòè P äëß íåêîòîðîé âû-
ðîæäåííîé îñîáåííîñòè êðèâîé êîðàçìåðíîñòè áîëüøåé åäèíèöû. Ïóñòü P ßâ-
ëßåòñß îïîðíîé, à åå íîñèòåëü ñîñòîèò èç l = 1, 2, 3 òî÷åê. Ðàçìåðíîñòü âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè íîñèòåëß íå ïðåâîñõîäèò l − 1. Äëß òîãî, ÷òîáû O ïðèíàäëåæàë
âûïóêëîé îáîëî÷êå íîñèòåëß íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íå ìåíåå 3 − l + 1 óñëî-
âèé. Äëß òîãî, ÷òîáû l òî÷åê ïîïàëî íà ñîïðèêàñàþùóþñß ïëîñêîñòü íóæíî l
óñëîâèé. Äëß òîãî, ÷òîáû ñàìà ýòà òî÷êà ïîßâèëàñü íà êðèâîé íóæíî íå ìå-
íåå îäíîãî óñëîâèß. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñòðîãî áîëåå
òðåõ íåçàâèñèìûõ óñëîâèé, ÷òî íåâîçìîæíî â îáùåì ïîëîæåíèè ïðè òðåõ ïàðà-
ìåòðàõ.
3. Êîðàçìåðíîñòü ñëó÷àß, êîãäà îïîðíàß ïëîñêîñòü ñîäåðæèò òî÷êó ñàìîïå-
ðåñå÷åíß, òî÷êó O è, âîçìîæíî, äðóãèå òî÷êè êðèâîé âû÷èñëßåòñß òàêæå êàê è
â ïðåäûäóùåì ïóíêòå è ïðåâîñõîäèò 3.
Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü òî÷êà Q êðèâîé, ëåæàùàß íà âûïóêëîé îáîëî÷-
êå êðèâîé, ßâëßåòñß ëèáî íåâûðîæäåííîé, ëèáî òî÷êîé ïðîñòîãî óïëîùåíèß.
9
Òîãäà îïîðíûå ïëîñêîñòè, ïðîõîäßùèå ÷åðåç Q îáðàçóþò çàìêíóòóþ äóãó íà
îêðóæíîñòè S1 âñåõ êîîðèåíòèðîâàííûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé â Q, ïðè÷åì
âíóòðåííèå òî÷êè äóãè îòâå÷àþò îïîðíûì ïëîñêîñòßì ñ íîñèòåëåì, ñîñòî-
ßùèì èç îäíîé òî÷êè Q, à ãðàíè÷íûå òî÷êè E1(Q), E2(Q)  îòâå÷àþò ëèáî
îïîðíûì ïëîñêîñòßì, íîñèòåëü êîòîðûõ ñîäåðæèò åùå è òî÷êè îòëè÷íûå
îò Q, ëèáî ñîïðèêàñàþùåéñß ïëîñêîñòè (â ñëó÷àå ïðîñòîãî óïëîùåíèß).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êàñàòåëüíûå â òî÷êå Q ïëîñêîñòè, ïðîõîäßùèå ÷å-
ðåç äðóãèå òî÷êè êðèâîé, îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî W îêðóæíîñòè. Î÷åâèäíî,
÷òî çàìûêàíèå W ßâëßåòñß ñâßçíûì. Ãðàíè÷íûå òî÷êè W îòâå÷àþò ëèáî áèêà-
ñàòåëüíûì ïëîñêîñòßì, ëèáî ñîïðèêàñàþùèìñß.
Èç òåîðåìû òðàíñâåðñàëüíîñòè è óòâåðæäåíèé 1-8 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ñïè-
ñîê ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèß íóëß íà ãðàíèöå âûïóêëîé îáîëî÷êè òèïè÷íîãî ñå-
ìåéñòâà êðèâûõ.
Óïîðßäî÷åííóþ ïàðó òî÷åê r(t1) è r(t2) êðèâîé íàçîâåì êîëëèíåàðíîé, åñëè
ñêîðîñòü r˙(t1) â ïåðâîé òî÷êå êîëëèíåàðíà âåêòîðó r(t2)− r(t1).
Íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè íàçîâåì íå êîëëèíåàðíûì, åñëè ëþáàß ïàðà åãî
òî÷åê íå ßâëßåòñß êîëëèíåàðíîé.
Ëåììà 9. Äëß ñåìåéñòâà êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèß, çàâèñßùèõ îò òðåõ-
ìåðíîãî ïàðàìåòðà, çíà÷åíèå ïàðàìåòðà m ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíîæåñòâà
òðàíçèòèâíîñòè Σ â òî÷íîñòè â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
10. Òî÷êà O ñîâïàäàåò ñ íåâûðîæäåííîé òî÷êîé èëè òî÷êîé ïðîñòîãî
óïëîùåíèß êðèâîé rm. Îïîðíûå ïëîñêîñòè E1,2(O) èìåþò íå êîëëèíåàðíûå íî-
ñèòåëè, ñîñòîßùèå êàæäûé èç äâóõ òî÷åê, êàñàíèå â êîòîðûõ ðåãóëßðíîå.
1f . Òî÷êà O ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïðîñòîãî óïëîùåíèß, ñîïðèêàñàþùàßñß
ïëîñêîñòü ßâëßåòñß ãðàíè÷íîé îïîðíîé, íîñèòåëü êîòîðîé ñîñòîèò èç ñàìîé
òî÷êè O. Äðóãàß ãðàíè÷íàß îïîðíàß ïëîñêîñòü èìååò ðåãóëßðíîå êàñàíèå åùå
â îäíîé òî÷êå, îáðàçóþùåé ñ òî÷êîé O íå êîëëèíåàðíóþ ïàðó.
1c. Òî÷êà O ñîâïàäàåò ñ íåâûðîæäåííîé òî÷êîé êðèâîé, îïîðíàß ïëîñ-
êîñòü èìååò íîñèòåëü èç äâóõ òî÷åê O è X, îáðàçóþùèõ êîëëèíåàðíóþ ïàðó.
13a. Òî÷êà O ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé òðåóãîëüíèêà, êîòîðûé ßâëßåòñß íå
êîëëèíåàðíûì íîñèòåëåì îïîðíîé ïëîñêîñòè, ðåãóëßðíî êàñàþùåéñß êðèâîé â
ýòèõ òî÷êàõ. Äóãà îïîðíûõ ïëîñêîñòåé â òî÷êå O âûðîæäàåòñß â òî÷êó.
Ëèíèß âåêòîðà ñêîðîñòè êðèâîé â òî÷êå O ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòü òðå-
óãîëüíèêà.
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13b. Òî÷êà O ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé òðåóãîëüíèêà, ßâëßþùèìñß íå êîëëèíå-
àðíûì íîñèòåëåì îïîðíîé ïëîñêîñòè E1, èìåþùåé ðåãóëßðíîå êàñàíèå ñ êðè-
âîé â ýòèõ òî÷êàõ. Ëèíèß âåêòîðà ñêîðîñòè êðèâîé â òî÷êå O íå ïåðåñåêàåò
âíóòðåííîñòè òðåóãîëüíèêà. Äðóãîé êîíåö E2 äóãè îïîðíûõ ïëîñêîñòåé â òî÷-
êå O ßâëßåòñß áèêàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê êðèâîé ñ ðåãóëßðíûìè êàñàíèßìè.
20. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò îòêðûòîìó ïðîìåæóòêó êîíöû êîòîðîãî îáðà-
çóþò íå êîëëèíåàðíûé íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè ñ ðåãóëßðíûì êàñàíèåì â
êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê.
2c. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò îòêðûòîìó ïðîìåæóòêó êîíöû êîòîðîãî îá-
ðàçóþò êîëëèíåàðíûé íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè ñ ðåãóëßðíûì êàñàíèåì â
êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê.
2f . Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò îòêðûòîìó ïðîìåæóòêó êîíöû êîòîðîãî îá-
ðàçóþò íå êîëëèíåàðíûé íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè ñ ðåãóëßðíûì êàñàíèåì
â îäíîé èç ýòèõ òî÷åê è ñîâïàäåíèåì îïîðíîé ïëîñêîñòè ñ ñîïðèêàñàþùåéñß
ïëîñêîñòüþ â äðóãîé òî÷êå, ßâëßþùåéñß òî÷êîé ïðîñòîãî óïëîùåíèß.
30. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòî-
ðîãî îáðàçóþò íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè. Êàñàíèß âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ
ðåãóëßðíû, è ñêîðîñòè íå êîëëèíåàðíû ñòîðîíàì.
3c. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòî-
ðîãî îáðàçóþò íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè. Êàñàíèß âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ
ðåãóëßðíûû, è ñêîðîñòè â íåêîòîðûõ èç âåðøèí êîëëèíåàðíû ïðèëåãàþùèì
ñòîðîíàì.
3f . Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðî-
ãî îáðàçóþò íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè. Êàñàíèß â äâóõ âåðøèíàõ ðåãóëßð-
íû, â òðåòüåé âåðøèíå èìååòñß ïðîñòîå óïëîùåíèå, ïðè÷åì îïîðíàß ïëîñ-
êîñòü ñîâïàäàåò ñ ñîïðèêàñàþùåéñß.
3s. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðîãî îáðà-
çóþò íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè. Êàñàíèß âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ ðåãóëßðíû,
è ñêîðîñòè íå êîëëèíåàðíû ñòîðîíàì.
3sc. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðîãî îá-
ðàçóþò íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè. Êàñàíèß âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ ðåãóëßðíû,
ñêîðîñòè â íåêîòîðûõ âåðøèíàõ êîëëèíåàðíû ïðèëåãàþùèì ñòîðîíàì.
3w. Òðè òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé ïðßìîé îáðàçóþò íîñèòåëü îïîðíîé
ïëîñêîñòè. Êàñàíèß âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ ðåãóëßðíû, è ñêîðîñòè íå êîëëèíå-
àðíû ýòîé ïðßìîé. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â
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ýòèõ òî÷êàõ.
40. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, âåðøèíû
êîòîðîãî îáðàçóþò íîñèòåëü îïîðíîé ïëîñêîñòè. Êàñàíèß âî âñåõ âåðøèíàõ
ðåãóëßðíûå. Òî÷êà O íå ëåæèò íè íà ñòîðîíàõ, íè íà äèàãîíàëßõ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà.
4s. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îïèñàííîãî â ïðåäû-
äóùåì ïóíêòå, òàê, ÷òî âñå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò îäíîé èç çàìêíóòûõ ïî-
ëóïëîñêîñòåé ñ ãðàíèöåé, ñîäåðæàùåé ýòó ñòîðîíó.
4sb. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò äèàãîíàëè (èëè ñòîðîíå) ÷åòûðåõóãîëüíèêà,
îïèñàííîãî â ïóíêòå 40, òàê, ÷òî âåðøèíû ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
ïðßìîé, ñîäåðæàùåé ýòó äèàãîíàëü (ñòîðîíó).
50. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè ïßòèóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè
a1, . . . , a5 è íå ïðèíàäëåæàò íèêàêîé åãî äèàãîíàëè èëè ñòîðîíå. Òî÷êè ai ∈ Γ
ñîñòàâëßþò íîñèòåëü íåêîòîðîé îïîðíîé ïëîñêîñòè P, êàñàþùåéñß êðèâîé âî
âñåõ òî÷êàõ ðåãóëßðíî.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àè, êîãäà â òî÷êå m0 ìóëüòèðîñòîê ëåæàíäðîâà
îòîáðàæåíèß γrm0 , P íà ñâîåì íîñèòåëå SP óñòîé÷èâ, è êðîìå òîãî ñàì ðîñòîê
âûïóêëîé îáîëî÷êè â îêðåñòíîñòè íóëß óñòîé÷èâ.
Ïîìèìî ñëó÷àåâ
10, 1f , 1c, 13a, 13b, 20, 30, 3s
óñòîé÷èâîñòü âûïóêëîé îáîëî÷êè íàáëþäàåòñß è â ñëó÷àßõ
2c, 3c, 3cs.
Â ïåðâûõ äâóõ èç ýòèõ ñëó÷àåâ âûïóêëàß îáîëî÷êà â îêðåñòíîñòè 0 ïðåäñòàâ-
ëßåò ñîáîé äâå òðàíñâåðñàëüíûå ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè, èìåþùèå îáùèé êðàé. Â
ñëó÷àå 1c âûïóêëàß îáîëî÷êà â îêðåñòíîñòè íóëß äèôôåîìîðôíà óñå÷åííîìó
ëàñòî÷êèíó õâîñòó, Â ñëó÷àßõ 20, 30, 2c, 3c âûïóêëàß îáîëî÷êà ïðåäñòàâëßåò
ñîáîé ðîñòîê â íóëå ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàß îñòàåòñß ãëàäêîé è ïðè áëèç-
êèõ çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðîâ, â ñëó÷àßõ 3s è 3sc ðîñòîê â íóëå âûïóêëîé îáîëî÷êè
òàêæå óñòîé÷èâ è ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ïàðó ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé, èìåþùèõ îá-
ùèé êðàé è èìåþùèõ ïðîñòîå êàñàíèå âäîëü ýòîãî êðàß, îáðàçóß òåì ñàìûì
ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü êëàññà C1. Íàêîíåö, â ñëó÷àßõ 13a, b âûïóêëàß îáîëî÷êà
èìååò âèä 4 èëè 5 èç ñïèñêà íîðìàëüíûõ ôîðì âûïóêëûõ îáîëî÷åê îòäåëüíûõ
êðèâûõ è òàêæå óñòîé÷èâà ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ.
12
Îòìåòèì, ÷òî êîëëèíåàðíîñòü ïàðû òî÷åê a, b íîñèòåëß îïîðíîé ïëîñêîñòè
âëèßåò íà óñòîé÷èâîñòü âûïóêëîé îáîëî÷êè òîëüêî â òî÷êå a. Â ñàìîì äåëå,
ïðåîáðàçîâàíèß Ëåæàíäðà ðîñòêîâ êðèâîé â òî÷êàõ a, b ïðåäñòàâëßþò ñîáîé
ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè â, b̂ ïåðåñåêàþùèåñß ïî ëèíèè, îòâå÷àþùåé ïàðàì òî÷åê
êàñàíèß áèêàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ñ ðîñòêàìè êðèâîé. Ýòà ëèíèß èìååò òî÷êó
ïðîñòîãî óïëîùåíèß, à ñîïðèêàñàþùàßcß â íåé ïëîñêîñòü äâîéñòâåííà òî÷êå
a. Åñëè O ïðè m0 îòëè÷åí îò òî÷êè a, òî ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðà
ïîâåðõíîñòè â, b̂ ïðåäñòàâëßþò ñîáîé ïîâåðõíîñòè îáùåãî ïîëîæåíèß.
Èòàê, âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àßõ ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðà m
ãðàíèöà âûïóêëîé îáîëî÷êè îñòàåòñß äèôôåîìîðôíîé ãðàíèöå H(rm0), ñîñòîß-
ùåé èç íàáîðà çàìûêàíèé îáëàñòåé ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé.
Â ïðßìîì ïðîèçâåäåíèè R3 × M ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà ïðîñòðàíñòâî
ïàðàìåòðîâ ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå ðîñòêîâ G = H(rm) × {m}, îáðàçóþùèõ
ïßòèìåðíîå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî, ßâëßþùååñß òîïîëîãè÷åñêèì ìíî-
ãîîáðàçèåì. Ñòðàòû G äèôôåîìîðôíû ñòðàòàì âûïóêëîé îáîëî÷êè H(rm0) ïðè
m = m0, óìíîæåííûì íà ðîñòîê ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ. Âî âñåõ ñëó÷àßõ,
êðîìå 1c, çàìûêàíèß ñòðàòîâ  ãëàäêèå ïîäìíîãîîáðàçèß ñ êðàåì, â ñëó÷àå 1c -
îäèí èç ñòðàòîâ ßâëßåòñß ïðîèçâåäåíèåì óñå÷åííîãî ëàñòî÷êèíà õâîñòà íà R3.
Òðåõìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå M0 = 0 × {m} óêàçàííîãî ïðßìîãî ïðîèçâå-
äåíèß, â îáùåì ïîëîæåíèè òðàíñâåðñàëüíî ïîäìíîãîîáðàçèþ G. Â ñèëó òîãî,
÷òî G ßâëßåòñß òîïîëîãè÷åñêèì (Ëèïøèöåâûì) ïîäìíîãîîáðàçèåì, ìíîæåñòâî
òðàíñâåðñàëüíûõ åìó îòîáðàæåíèé ñâßçíî. Â ñèëó ëåæàíäðîâîé óñòîé÷èâîñòè
ïåðåñå÷åíèåM0
⋂
G äèôôåîìîðôíî ïåðåñå÷åíèþ G ñî âñßêèì òðàíñâåðñàëüíûì
ê íåìó òðåõìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì, è, â ÷àñòíîñòè, áóäåò äèôôåîìîðôíî
ñå÷åíèþ ñëîåì m = m0, òî åñòü èñõîäíîé ãðàíèöå âûïóêëîé îáîëî÷êè. Òàêèì
îáðàçîì âî âñåõ ñëó÷àßõ, êîãäà O ïðèíàäëåæèò óñòîé÷èâîìó ìóëüòèðîñòêó, ãðà-
íèöà Σ ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè, ñîâïàäàþùàß ñ ìíîæåñòâîì M0
⋂
G äèô-
ôåîìîðôíà ýòîìó ðîñòêó. Èòàê, âñå óêàçàííûå ñëó÷àè äîñòàâëßþò íîðìàëüíûå
ôîðìû ïóíêòà 1 òåîðåìû.
Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåóñòîé÷èâûõ êîíôèãóðàöèé.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, â ñëó÷àßõ êîëëèíåàðíûõ íîñèòåëåé íåóñòîé÷è-
âîñòü âûïóêëîé îáîëî÷êè ìîæåò áûòü òîëüêî â ñàìîé òî÷êå íîñèòåëß èç êîë-
ëèíåàðíîé ïàðû. Â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ ïëîñêî-
ñòåé ê ðîñòêàì êðèâûõ â òî÷êàõ òàêîé ïàðû îñòàþòñß ãëàäêèìè ïîâåðõíîñòßìè,
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êîòîðûå ïåðåñåêàþòñß òðàíñâåðñàëüíî. Åäèíñòâåííàß ñïåöèôèêà ýòîãî ñëó÷àß
ïðîßâëßåòñß â òîì, ÷òî ëèíèß ïåðåñå÷åíèß äâóõ ïëîñêîñòåé èìååò â îäíîé èç
òî÷åê óïëîùåíèå A3. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèß O ïîïàäàåò â òàêóþ òî÷êó
òîëüêî â óñòîé÷èâîì ñëó÷àå 1c.
Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
Ñëó÷àé 40, êîãäà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, íî íå ëå-








Ïðè m = 0 îäíî èç âîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèé íîñèòåëß èçîáðàæåíî íà ðè-
ñóíêå 10. Òî÷êà O ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC è BCD.
Îòìåòèì, ÷òî è ïðè ëþáîì äðóãîì ðàñïîëîæåíèè íîñèòåëß èìåþòñß äâà òðå-
óãîëüíèêà ñ îáùåé ñòîðîíîé, ñîäåðæàùèõ òî÷êó O.
Ðàññìîòðèì îáðàç ïðåîáðàçîâàíèß Ëåæàíäðà âñåõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé â
òî÷êàõ ðîñòêîâ êðèâûõ â òî÷êàõ áëèçêèõ ê òî÷êàì íîñèòåëß ABCD. Ïîëó÷àåì
4 ðîñòêà ëèíåé÷àòûõ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé lA, lB, lC , lD, îòâå÷àþùèå êàæäîé
èç âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ýòè ïîâåðõíîñòè ïåðåñåêàþòñß â îáùåé òî÷êå
ïðè m = 0 è íàõîäßòñß ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó â îáùåì ïîëîæåíèè. Ïðè
ïàðàìåòðàõ áëèçêèõ ê m0 òî÷êà O ìîæåò ïðèíàäëåæàòü âûïóêëîé îáîëî÷êå
òîëüêî åñëè îíà ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè õîòß áû îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ
A˜B˜C˜ èëè B˜C˜D˜, ßâëßþùèõñß íîñèòåëßìè îïîðíûõ ïëîñêîñòåé è áëèçêèìè ê
ñîîòâåòñòâóþùèì òðåóãîëüíèêàì ABC è BCD. Òî åñòü ïðè âñåõ áëèçêèõ çíà-
÷åíèßõ ïàðàìåòðà, åñëè O ïðèíàäëåæèò âûïóêëîé îáîëî÷êå, òî ïîâåðõíîñòü Ô
ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó èç òî÷åê Q̂1, Q̂2 ïåðåñå÷åíèß ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíî-
ñòåé lA, lB, lC è lB, lC , lD. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòà òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò îïîðíîé
ãèïåðïëîñêîñòè.
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Ðàññòîßíèß îò ýòèõ òî÷åê äî ïîâåðõíîñòè Ô  ýòî äâå íåçàâèñèìûå ôóíêöèè
ïàðàìåòðîâ f1 è f2. Ïîñêîëüêó òî÷êè Q̂1, Q̂2 ëåæàò íà êðèâîé lBC , ßâëßþùåéñß
ïåðåñå÷åíèåì ïëîñêîñòåé lB è lC , òî îïîðíîé ßâëßåòñß òà èç íèõ, ðàññòîßíèå îò
êîòîðîé áîëüøå.
Èòàê, ãðàíèöà ìíîæåñòâà òðàíçèòèâíîñòè Σ çàäàåòñß óñëîâèßìè f1 = 0,
f2 6 0 è f2 = 0, f1 6 0. Ïðèíèìàß ôóíêöèè f1 è f2 çà äâå êîîðäèíàòû â ïðî-
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé 4s. Ïóñòü ïðè m = m0 òî÷êà O ëåæèò íà ñòîðîíå
a1a2 ÷åòûðåõóãîëüíèêà a1a2a3a4 (ñì. ðèñ. 11). Â îêðåñòíîñòè O ïðè m áëèçêèõ
ê m0 ãðàíèöà H(rm) ïðèíàäëåæèò ëèáî îäíîìó èç äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøè-
íàìè a˜1a˜2a˜3, a˜1a˜2a˜4, ßâëßþùèìèñß íîñèòåëßìè (áëèçêèìè ê ñîîòâåòñòâóþùèì
òðåóãîëüíèêàì ïðè m = m0) òðèêàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé, êîòîðûå îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâåííî P3 è P4, ëèáî ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé îòðåçêàìè
a˜1a˜2, ëåæàùèìè â áèêàñàòåëüíûõ îïîðíûõ ïëîñêîñòßõ. Ïðè ôèêñèðîâàííîì m
ýòè áèêàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè îáðàçóþò ãëàäêóþ êðèâóþ Pt(m) ∈ R̂3, íà êîòîðîé
ââåäåì ïàðàìåòð t ∈ R, 0.
Èòàê, â ñëó÷àå 4s ìíîæåñòâî îïîðíûõ ïëîñêîñòåé Su(rm) ïåðåñåêàþùèõñß
ñ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè O ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ÷àñòü êðèâîé Pt(m), îòâå÷àþùåé
ïðîìåæóòêó t ≥ max{t3, t4}, ãäå t3 è t4 çíà÷åíèß ïàðàìåòðà t, îòâå÷àþùèå òî÷-
êàì P3 è P4, ëåæàùèì íà ýòîé êðèâîé. Â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
R̂3×M êðèâàß ⋃
m
Pt(m)×{m} çàìåòàåò ÷åòûðåõìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, ïàðàìåò-
ðèçîâàííóþ ïåðåìåííûìè t è m; ïðè m = m0 êðèâàß Pt(m0) êàñàåòñß ïëîñêîñòè
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Ô.
Ïóñòü θ : R̂3 ×M → R̂3 ×M  ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ R3, ðàññëî-
åííîå íàä ïðîñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ, òî åñòü pi ◦ θ = θ¯ ◦ pi äëß íåêîòîðîãî
äèôôåîìîðôèçìà θ¯′ : M → M è ïðîåêöèè pi : R3 × M → M íà âòîðîé ñî-
ìíîæèòåëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ ñîõðàíßåò ãèïåðïîâåðõíîñòü Ô è ïåðåâîäèò
ìíîæåñòâî îïîðíûõ ïëîñêîñòåé Su(rm)×{m} îäíîãî ñåìåéñòâà rm â ìíîæåñòâî
Su(r′m)×{m} äðóãîãî ñåìåéñòâà Γ′m. Òîãäà, î÷åâèäíî, θ¯ ïåðåâîäèò îäíî â äðóãîå
ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà Σ è Σ′.
Â íàøåì ñëó÷àå â îáùåì ïîëîæåíèè íàéäåòñß äèôôåîìîðôèçì θ : R̂3×M →
R̂3 ×M ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, ïåðåâîäßùèé êðèâóþ Pt(m) â êðèâóþ
w = t2− z, n1 = t, n2 = 0, è òî÷êè P3 è P4 ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êè n1 = x, n2 = 0,
w = x2−z è n1 = y, n2 = 0, w = y2−z. Â ñàìîì äåëå, â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèß
êîîðäèíàòû n1 òðèêàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé èìåþò íåâûðîæäåííóþ ëèíåéíóþ
÷àñòü ïî ïåðåìåííûì x, y, z.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Σ äèôôåîìîðôíî ìíîæåñòâó, çàäàííîìó óñëîâè-
ßìè z = 0 ïðè x ≤ 0 è y ≤ 0 (âíóòðåííèå òî÷êè ïîëó-êðèâîé êàñàþòñß Ô), ëèáî
z = x2 ïðè x ≥ y, x ≥ 0, ëèáî z = y2 ïðè y ≥ x, y ≥ 0 (îäíà èç òî÷åê P3, P4
ïðèíàäëåæèò Ô). Ïîëó÷åííàß íîðìàëüíàß ôîðìà ñîâïàäàåò ñ ðîñòêîì ãðàôèêà
ôóíêöèè èç ïóíêòà 4 ñïèñêà íîðìàëüíûõ ôîðì âûïóêëûõ îáîëî÷åê êðèâûõ.
Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ 4sb. Ïóñòü ïðè m = m0 òî÷êà O ëåæèò íà äèàãîíàëè
a3a4 ÷åòûðåõóãîëüíîãî íîñèòåëß a1a2a3a4 îïîðíîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 12). Ãðàíèöà
H(rm) âûïóêëîé îáîëî÷êè ïðè m áëèçêèõ ê m0 â îêðåñòíîñòè O ßâëßåòñß ëèáî
ëèíåé÷àòîé îãèáàþùåé áèêàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé Pt(m) ñ íîñèòåëßìè a˜3, a˜4,
áëèçêèìè ñîîòâåòñòâåííî ê òî÷êàì a3, a4, ëèáî îäíîé èç òðåõ òðèêàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòåé: P1 ñ íîñèòåëåì a˜1a˜3a˜4, P2 ñ íîñèòåëåì a˜2a˜3a˜4 è P3 ñ íîñèòåëåì a˜1a˜2a˜3.
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 4s, ìíîæåñòâî îïîðíûõ ïëîñêîñòåé ßâëßåòñß ëèáî îò-
ðåçêîì êðèâîé Pt(m), çàêëþ÷åííûì ìåæäó òî÷êàìè P1 è P2, åñëè t(P1) ≥ t(P2),
ëèáî, åñëè ïîðßäîê òî÷åê íà ýòîé êðèâîé ïðîòèâîïîëîæíûé, òî îïîðíîé ßâëß-
åòñß ïëîñêîñòü P3. Ñ ïîìîùüþ äèôôåîìîðôèçìà θ, ñîõðàíßþùåãî Ô, êðèâóþ
Pt(m) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó w = t2 − z, n1 = t, n2 = 0, òî÷êó P1  ê âèäó
P1 = {n1 = x, n2 = 0, w = x2 − z}, òî÷êó P2  ê âèäó P2{n1 = −y, n2 = 0, w =
y2 − z}, è òî÷êó P3  ê òî÷êå, ëåæàùåé â ãèïåðïëîñêîñòè w = x2+y22 − x− y − z.
Ó÷èòûâàß, ÷òî ïðè x+ y ≥ 0 îïîðíîé ñòàíîâèòñß ïëîñêîñòü P3, óêàçàííûå íîð-
ìàëüíûå ôîðìû çàäàþò ðîñòîê ôóíêöèè èç ïóíêòà 5 ñïèñêà íîðìàëüíûõ ôîðì
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âûïóêëûõ îáîëî÷åê êðèâûõ.
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèß òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà ìîæíî ïîëó÷èòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì ðîñòîê ïîâåðõíîñòè γrm â òî÷êå a˜3. Âñå óêàçàííûå òî÷êè Pi è
êðèâûå ïðèíàäëåæàò ýòîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü l3. Âûáåðåì
íà íåé ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû u, v òàê, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå Ô c l3 çàäàâàëîñü
óðàâíåíèåì v = 0. Â îáùåì ïîëîæåíèè ëèíèè ïåðåñå÷åíèß c l3 îñòàëüíûõ ïî-
âåðõíîñòåé li, i = 1, 2, 4 äâîéñòâåííûõ ðîñòêàì êðèâîé â äðóãèõ òî÷êàõ a˜i áóäóò
çàäàâàòüñß ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèßìè v = gi(u, x, y, z), ïðè÷åì ïðè íóëåâûõ
çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðîâ x, y, z ôóíêöèè g1 è g2 èìåþò ïðè u = 0 ïðîñòîé íóëü, à
ôóíêöèß g2 èìååò äâóêðàòíûé íóëü ïðè u = 0, ÷òî îòâå÷àåò ïðîñòîìó êàñàíèþ
ëèíèè Pt(0) ñ ïëîñêîñòüþ Ô.
Çàìåòèì, ÷òî èíòåðåñóþùåå íàñ ïîäìíîæåñòâî Σ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ
ßâëßåòñß ïîäìíîæåñòâîì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íóëåé (òî åñòü ìíîæå-
ñòâà ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèß èìååò íóëåâîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå)
cåìåéñòâà ôóíêöèè V (u, x, y, z) = g1g2g4 îò ïåðåìåííîé x c ïàðàìåòðàìè x, y, z,
èìåþùåãî ñïåöèàëüíûé âèä ïðîèçâåäåíèß òðåõ ñîìíîæèòåëåé. Òåîðèß òàêèõ (è
áîëåå ñëîæíûõ) ñîñòàâíûõ ñåìåéñòâ ôóíêöèé áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòàõ [11],
[12]. Â ÷àñòíîñòè, îäíèì èç ñëåäñòâèé ýòîé òåîðèè ßâëßåòñß ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 10. Âñßêîå ñåìåéñòâî V ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, ïðè
ôóíêöèßõ gi îáùåãî ïîëîæåíèß, ìîæíî ïðèâåñòè êîíòàêòíîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ, ðàññëîåííîé íàä ïðîñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ, ê âåðñàëüíîìó ñåìåéñòâó
âèäà
V ∗ = (u− x)(y − u)(u2 − z)
òàê, ÷òî ñîõðàíèòñß è çíàê íåíóëåâûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè V.
Èç ýòîãî óòâåðæäåíèß íåìåäëåííî ñëåäóåò íîðìàëüíàß ôîðìà ãðàíèöû ìíî-
















Â ñëó÷àå 50 ïðèâåäåì òðåóãîëüíèê a˜1, a˜2, a˜3 â ñòàíäàðòíîå ïîëîæåíèå ñåìåé-
ñòâîì àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ãëàäêî çàâèñßùèì îò ïàðàìåòðà m. Ãðàíèöà
H(rm) âûïóêëîé îáîëî÷êè â îêðåñòíîñòè îñè q3 îïðåäåëßåòñß îäíîé èç íåñêîëü-
êèõ òðèêàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ñ íîñèòåëßìè èç îêðåñòíîñòåé a1, . . . , a5, ßâ-
ëßþùèìèñß âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå ïðèm = m0 ñîäåðæàò òî÷êó O.
Òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæåò áûòü ëèáî 3, ëèáî 4, ëèáî 5 (ðèñ. 13). Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèßì, ïîïàäàíèå íóëß íà òó èç ýòèõ òðèêàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòåé, êîòîðàß ñòàíîâèòñß îïîðíîé, çàäàåò ïîâåðõíîñòü ìíîãîãðàííîãî óã-
ëà â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Îòìåòèì, ÷òî îäíó èç ãðàíåé ïßòèãðàííîãî óãëà
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå â îáùåì ïîëîæåíèè âûïðßìèòü íåâîçìîæíî (ñì.
òàêæå [6]).
Â ñëó÷àå 3w ïóñòü ïðè m = m0 íà÷àëî êîîðäèíàò ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó
AB îòðåçêà AC, ßâëßþùåãîñß âûïóêëîé îáîëî÷êîé íîñèòåëß èç òðåõ êîëëèíå-
àðíûõ òî÷åê {A,B,C} îïîðíîé ïëîñêîñòè P0, ðåãóëßðíî êàñàþùåéñß êðèâîé
(òî÷êà B ëåæèò ìåæäó A è C). Äâîéñòâåííûå ïîâåðõíîñòè lA, lB, lC ê ðîñòêàì
rm â îêðåñòíîñòè P0  ýòî ãëàäêèå (ëèíåé÷àòûå) ïîâåðõíîñòè ïîïàðíî òðàíñ-
âåðñàëüíûå. Îäíàêî, â ñèëó êîëëèíåàðíîñòè òî÷åê A, O, B, C, ïðè m = m0
ëèíèß ρ1 ïåðåñå÷åíèß lA è lB êàñàåòñß ëèíèè ρ2 ïåðåñå÷åíèß ïîâåðõíîñòåé lA è
lC è êàñàåòñß ïëîñêîñòè Ô â òî÷êå P0.
Ïðè ïðîèçâîëüíûõ m áëèçêèõ m0 ãðàíèöà âûïóêëîé îáîëî÷êè â îêðåñòíî-
ñòè íóëß ßâëßåòñß îäíîé èç ëèíåé÷àòûõ ïîâåðõíîñòåé, äâîéñòâåííûõ ëèíèßì ρ1
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è ρ2, ïðèíàäëåæàùèì ïîâåðõíîñòè lA. Âûáåðåì íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ëîêàëüíûå
êîîðäèíàòû u, v òàê, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè Ô ñ lA çàäàâàëîñü óðàâíå-
íèåì v = 0. Òîãäà êðèâûå ρ1,2 áóäóò çàäàâàòüñß ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèßìè
v = fi(u, x, y, z), i = 1, 2, ïðè÷åì ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðîâ (x, y, z)
ôóíêöèè fi áóäóò èìåòü íåâûðîæäåííûé (ìîðñîâñêèé) ìèíèìóì ðàâíûé íóëþ
â òî÷êå u = 0.
Êàê è â ñëó÷àå 4sb, ãðàíèöà Σ çîíû òðàíçèòèâíîñòè ñîñòîèò èç òàêèõ çíà÷å-
íèé x, y, z, ïðè êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå
V = f1(u, x, y, z)f2(u, x, y, z)





Èç òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ñëîæíûõ ôóíêöèè (ñì. [11],[12]) âûòåêàåò ñëåäóþ-
ùåå
Óòâåðæäåíèå 11. Êîíòàêòíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ðàññëîåííîé íàä ïðî-
ñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ è ñîõðàíßþùåé çíàê íåíóëåâûõ çíà÷åíèé, ñåìåéñòâî
V äëß ôóíêöèé f1, f2 îáùåãî ïîëîæåíèß ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
V ∗ = (u2 − z)(4u2 − 4xu+ y).
Î÷åâèäíî, óêàçàííàß â óòâåðæäåíèè êîíòàêòíàß ýêâèâàëåíòíîñòü ïåðåâîäèò
îäíó â äðóãóþ ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû íóëåé ñåìåéñòâ,
à òàêæå èõ ïîäìíîæåñòâà, îòâå÷àþùèå Σ.
Äëß íîðìàëüíîé ôîðìû V ∗ ìíîæåñòâî Σ ñîñòîèò èç çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
x, y, z ïðè êîòîðûõ âåðøèíà îäíîé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàáîë ïîïàäàåò íà îñü
v = 0, ïðè óñëîâèè, ÷òî âåðøèíà äðóãîé ïàðàáîëû íàõîäèòñß íèæå ýòîé îñè, à
òàêæå èç òåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ âåðøèíû ïàðàáîë íå ïîïàäà-
þò íà ãðàôèê âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè max
i
fi(u), íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ýòîé
ôóíêöèè äîñòèãàåòñß â òî÷êå ïåðåñå÷åíèß ïàðàáîë è ðàâíî íóëþ. Ýòè óñëîâèß
äëß V ∗ çàäàþò, â òî÷íîñòè, íîðìàëüíóþ ôîðìó 3 òåîðåìû 2.
Â ñëó÷àå 2f ãðàíèöà H(rm) ïðè m áëèçêèõ ê m0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè O
ßâëßåòñß ëèáî ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòüþ, ñîñòîßùèõ èç îòðåçêîâ a˜1, a˜2 íîñè-
òåëåé áèêàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé, áëèçêèõ ê íîñèòåëþ a1, a2, ñîïðèêàñàþùåéñß
îïîðíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé O ïðè m = m0, ëèáî òàêîé òðèêàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòüþ a˜1, a˜′1, a˜2, ÷òî òî÷êè a˜1 è a˜′1 ñòðåìßòñß ê a1 ïðè m → m0. Ìíîæå-
ñòâî Su(rm) îïîðíûõ ïëîñêîñòåé ßâëßåòñß ïðè âñßêîì m ëèíèåé ïåðåñå÷åíèß
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óñå÷åííîãî ëàñòî÷êèíîãî õâîñòà l1 = (γrm , a˜1), ßâëßþùåãîñß îáðàçîì ïðåîáðà-
çîâàíèß Ëåæàíäðà ðîñòêà rm â îêðåñòíîñòè òî÷êè a1, è ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè
l2 = (γrm , a˜2). Ñ ïîìîùüþ ïîäõîäßùåãî äèôôåîìîðôèçìà θ óêàçàííîãî âûøå
âèäà òàêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ ìîæíî, èñïîëüçóß ëîãàðèôìè÷åñêèå âåêòîðíûå
ïîëß, êàñàþùèåñß ëàñòî÷êèíîãî õâîñòà, ïðèâåñòè ê ñòàíäàðòíîìó âèäó:
l1 = {(n1, n2, w) : ∃t;w = min(t4 + n1t2 + n2t)},
l2 = {n1 = x}.
Ïðè òàêîì äèôôåîìîðôèçìå â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèß ïîâåðõíîñòü Ô ïå-
ðåéäåò â ïîâåðõíîñòü âèäà w = z + yn2 + ϕ(x, y, z, n1, n2), ãäå ϕ èìååò âòîðîé
ïîðßäîê ìàëîñòè ïî ïåðåìåííûì x, y, z ïîñêîëüêó Ô êàñàåòñß ñå÷åíèß n1 = 0
íîðìàëèçîâàííîãî óñå÷åííîãî ëàñòî÷êèíîãî õâîñòà ïðè x = y = z = 0.
Ýòà íîðìàëüíàß ôîðìà çàäàåò ìíîæåñòâî Σ, ñîñòîßùåå èç òàêèõ x, y, z, ÷òî
ñåìåéñòâî W = t4 + xt2 + n2t − z − yn2 − ϕ ôóíêöèé îò t, n2 èìååò êðèòè÷å-
ñêóþ òî÷êó ñ íóëåâûì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì, ßâëßþùóþñß ìèíèìóìîì ïî t.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïàðà (y, z) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó îïîðíûõ ïðßìûõ ê ëè-
íèßì ïåðåñå÷åíèß ìèíèìàëüíîé ÷àñòè ëàñòî÷êèíà õâîñòà w = min
t,n2
{t4 + xt2 +
b(x, y, n2)t + c(x, y, n2)} c ïëîñêîñòüþ x = const ïðè íåêîòîðûõ ãëàäêèõ ôóíê-
öèßõ b, c.
Ïðèâîäß ñåìåéñòâî W ê íîðìàëüíîé ôîðìå êîíòàêòíûìè ýêâèâàëåíòíîñòß-
ìè (ñîõðàíßþùèìè çíàê íåíóëåâûõ çíà÷åíèé), ïîëó÷àåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Σ
äèôôåîìîðôíà ðîñòêó â íà÷àëå êîîðäèíàò ãðàôèêà ôóíêöèè z = min
y
(y4+xy2),
ïðåäñòàâëßþùåìó ñîáîé C1 ãëàäêîå ñîïðßæåíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé ñ îáùèì
êðàåì (èç ñïèñêà íîðìàëüíûõ ôîðì âûïóêëûõ îáîëî÷åê òèïè÷íûõ êðèâûõ, òèï
2).
Íàêîíåö, â ïîñëåäíåì íåóñòîé÷èâîì ñëó÷àå 3f â îêðåñòíîñòè O ïðè m áëèç-
êèõ ê m0 ãðàíèöà H(rm) çàäàåòñß òðèêàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ a˜1a˜2a˜3 áëèç-
êîé ê îïîðíîé ñîïðèêàñàþùåéñß ïëîñêîñòè a1a2a3 ïðè m = m0. Òàêèì îáðàçîì,
ìíîæåñòâî Su(rm) ßâëßåòñß ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòè óñå÷åííîãî ëàñòî÷êèíîãî
õâîñòà l1 = (Su(rm), a1) è ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé l2 = (γ(rm), a2) è l3 = (γ(rm), a3).
Ýòè ãëàäêèå l2, l3 ïîâåðõíîñòè è Ô ïîïàðíî òðàíñâåðñàëüíû ïðè m = m0. Îíè
îñòàþòñß òðàíñâåðñàëüíûìè è ïðè áëèçêèõ m. Â îáùåì ïîëîæåíèè ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå ρ, ñîïîñòàâëßþùåå çíà÷åíèþ ïàðàìåòðàm òî÷êó ïåðåñå÷åíèß ýòèõ
òðåõ ïîâåðõíîñòåé, ßâëßåòñß íåâûðîæäåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî Σ, ñî-
ñòîßùåå èç òî÷åê m, ïðè êîòîðûõ ρ(m) ïðèíàäëåæèò óñå÷åííîìó ëàñòî÷êèíîìó
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õâîñòó l1, äèôôåîìîðôíî ñàìîìó ýòîìó ìíîæåñòâó. Èòàê, ïîëó÷åíà íîðìàëü-
íàß ôîðìà ïóíêòà 4 ñïèñêà íîðìàëüíûõ ôîðì îñîáåííîñòåé âûïóêëûõ îáîëî÷åê
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 òåïåðü ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ëåãêîå óïðàæíåíèå,
ñîñòîßùåå â ïðèìåíåíèè ïðåîáðàçîâàíèß Ëåæàíäðà ê ïëîñêèì êðèâûì è ïðî-
âåðêå ñëåäóþùèõ ôàêòîâ.
Íîñèòåëü îïîðíîé ïðßìîé ê êðèâîé èç äâóõ-ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îá-
ùåãî ïîëîæåíèß ñîäåðæèò íå áîëåå òðåõ òî÷åê ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëî êîîð-
äèíàò ïîïàäàåò íà âûïóêëóþ îáîëî÷êó ýòîãî íîñèòåëß. Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò
ïîïàäàåò íà îäíî- è äâóõ- òî÷å÷íûé íîñèòåëü, òî â îáùåì ïîëîæåíèè âûïóêëàß
îáîëî÷êà â îêðåñòíîñòè íóëß óñòîé÷èâàß.
Â åäèíñòâåííîì íåóñòîé÷èâîì ñëó÷àå òðåõòî÷å÷íîãî íîñèòåëß ïðåîáðàçîâà-
íèå Ëåæàíäðà ìóëüòèðîñòêà êðèâîé ïðåäñòàâëßåò ñîáîé òðè âçàèìíî òðàíñâåð-
ñàëüíûå êðèâûå, îáùèì îáðàçîì çàâèñßùèõ îò ïàðàìåòðîâ. Ïîïàäàíèå íóëß íà
âûïóêëóþ îáîëî÷êó îïðåäåëßåòñß êîíêóðåíöèåé äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèß ýòèõ
ïðßìûõ è àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 40 îïðåäåëßåò îñîáåííîñòü y = |x|.
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